CAPITULO 11

LIMITE, CONTINUIDADE,
DERIVADAS PARCIAIS, DERIVADAS
DIRECIONAIS E DERIVADA DE
FUNCAO VETORIAL DE VARIAS
VARIAVEIS

11.1 Introducao

Lembrem-se que estavamos estudando as fungoes reais de varias variaveis reais como o
segundo caso particular de fungoes vetoriais de varias varidveis reais. O primeiro caso
foi das funcoes vetoriais de uma variavel real. Vamos agora sair dos casos particulares
e voltar as funcoes vetoriais de varias varidveis reais. Apresentaremos agora os concei-
tos de limite, continuidade, derivadas parciais, derivadas direcionais e derivada e seus
resultados importantes para fungoes vetoriais de varias variaveis reais. Porém, antes de
mais nada, vamos comegcar definindo as operacoes usuais com estas fungoes, da mesma
forma que fizemos com as fungoes vetoriais de uma variavel real. Notem que trata-se
apenas de uma repeticao da Definicao 2.1.1, com a tnica diferenga de que os pontos
do dominio agora estao sendo representados por X, pois sao pontos de R", em vez de
t, quando queriamos nos referir a pontos na reta.

DEFINICAO 11.1.1: Considere as fun¢ées F,G: D CR* - R™e f: D CR* —» R
e a constante k € R. Neste caso, definimos as seguintes funcoes:

a) a funcdo F 4+ G : D C R™ — R™, chamada de soma de F' e G, dada por
(F+G)(X)=F(X)+G(X),VX € D;
b) a fungdo F' — G : D C R™ — R™, chamada de diferen¢a entre F' e G, dada por
(F-G)(X)=F(X)—-G(X),VX € D;
¢) a fungao kF : D C R" — R™, chamada de produto de F pela constante k, dada por
(kF)(X) =kF(X),VX € D;
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d) a fungao fF : D C R* — R™, chamada de produto de F pela funcao escalar f,
dada por
(fF)(X) = f(X)F(X),VX € D;

F
e) se f(X)#0,VX € D, a funcio 7 : D C R®” —» R™, chamada de quociente de F

pela fungao escalar f, dada por

(?) (X) = %,VX € D;

f) a fungdo F.G : D C R™ — R, chamada de produto escalar de F' e GG, dada por
(F.G)(X)=F(X)GX),VX € D;

g)se m =3, afungao F' x G : D C R" — R3, chamada de produto vetorial de F e G,
dada por
(FxG)X)=F(X)xGX),VX € D.

Exemplo 11.1.1: Considere as funcoes F(z,y) = (2®+y?, ze¥,3x), G(z,y) =
(2xy , coszy,x+y) e f(x,y) = eV, Calcule:

(a) F+G (c) 2F (e)
(b) F -G (d) fF (g) F xG.

Solugao: Segue diretamente das defini¢oes que:
a) F+G : R* — R3 (F+G)(z,y) = F(z,y)+G(z,y) = (2? + y* + 2zy , we¥ + cos xy, v + y);
b) F—G :R? - R3 (F-G)(x,y) = F(x,y)—G(z,y) = (2> + y* — 22y , ze¥ — coszy, 2z — y);

c) 2F : R? —» R3, (2F)(z,y) = 2F (x,y) = (2(2* + ¢?) , 2we?, 6x);
d) [F R - RS, (fF)(x,y) = f(@,9)F(a,y) = (722 + ) , wer™'s" 3oes™s");

E. 2 3 E :F(x,y)
e) 7 :R? — R, f(x,y) o)

f) FG:R?* - R, (F.G)(x,y) = F(z,y).G(x,y) = 2zy(*+y*) +xe¥ cos zy+3z(z+y);

29,2 2,2 2,2
:<e TV (2% +9?) , we¥ Y 3we xy);

i j k
g) FxG:R* =R (FxG)(x,y) = Fa,y) x G(z,y) = | 2 +y* xe¥ 3z
2y cosxy x4y
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O

11.2 Limites de Funcoes Vetoriais de Varias Varia-
veis Reais

Veremos agora os conceito de limite de fungoes vetoriais de varias variaveis, que con-
serva a conhecida idéia de limite, apenas com o conhecido ajuste das distancias envol-
vidas. Lembre-se, mais uma vez, que se ¥ = (v, vg, ..., ) € U = (U, Ug, ..., Uy,) sa0 dois
vetores em R", a distancia entre ¥ e @, d(i, ¥), é dada por

d(u,v) = ||0— || = \/(vl —up)?+ (vg — ug)? + ... + (vp — uyp)?,

onde a funcao [|.|| : R® — R é chamada de norma. Lembre-se ainda, que um ponto
Xp € R™ é chamado de ponto de acumulagao do conjunto A C R", se toda bola aberta
com centro em X, contém pelo menos um ponto X € A, X # X, (Defini¢ao 5.1.4).

DEFINICAO 11.2.1: (Limite) Seja F' a funcéo vetorial F : Dom(F) C R" — R™ e
seja Xo um ponto de acumulagao de Dom/(F'). Dizemos que F'(X) = (f1(X), f2(X), ..., (X))
tendea L = (Iy, ..., 1) € R™ quando X = (x1, 2o, ..., x,) tende a Xo = (210, 220, .-, Tno),

cuja notagao é thr)l( F(X) = L, se, para todo € > 0 dado, existe § > 0 tal que,
—X0

0< d(X,X()) = ||X — XOH = \/(Il —3310)2 T (In —InQ)Q < 5,X € Dom(F)

4
d(F(X), L) = [|[F(X)~L|l = V(LX) = 0)? + (fo(X) = 1) + oo + (fn(X) = Ln)? <&

Observe que

VIAX) =02+ (X)) = L)2+ o+ (fn(X) —Ln)? < e

|3
(fi(X) = 1)+ o+ (fn(X) = 1) < €%

Desta forma, como (f1(X)—11)?+...+(fi(X) —1,,)? é uma soma de quantidades positi-
vas, temos que a soma anterior serd tao pequena quanto se queira se, e somente se, cada
uma das parcelas (f;(X) —1;)%, i =1,...,n, for também tao pequena quanto se queira.
Sendo assim, é facil verificar que tli_gt F(X) = L se, e somente se, tli_gt fi(X) =1;, para

todo ¢ = 1,...,m. Confira o teorema a seguir.
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TEOREMA 11.2.1: Seja F' a funcao vetorial

F :  Dom(F)CR" — R™
X = (21,22, ....,x,) — F(X)=(fi(X), f2(X), ..., fu(X)).

e seja L = (Iy,ls,...,1,,). Entao, se Xy é um ponto de acumulacao de Dom(F'), temos
que

lim F(X)=L<+= lim fi(X)=10, i=1..m.
X—Xo X—=Xo

Observem portanto, que a determinac¢ao do limite de uma funcao vetorial de varias
variaveis se reduziu a determinacao de m limites de fungoes reais de varias variaveis.
Ou seja, nao ha nenhuma nova técnica envolvida. Tudo o que precisamos saber para
determinar limites de fungoes vetoriais de varias variaveis, ja aprendemos quando es-
tudamos limites de fungoes reais de varias variaveis.

Exemplo 11.2.1: Seja

1
x? 4 y?

F(%?J)Z(

Calcule lim F(z,y).

@ aysen (515)) ) # 0.0

22 4 y?’

(2,y)=+(0,0)
Solugao: )
Considere que F(r,) = (i(#9)  fa(e,)). (2:9) # (0,0), onde filwy) = 57—,

1
(z,y) # (0,0), e fo(z,y) = (2% + y?) sen (m) (x,y) # (0,0). Nos Exemplos
T Y
6.4.2 e 6.4.3, vimos que

4
. . Y
lim r,y)= lim ——— = 0
(2,4)—(0,0) fil@) (@,9)—(0,0) 22 + y?

1
lim z,y) = lim (2% +v?) sen (—) =0.
Ty 2@ V) = i @) 22+ 2

Desta forma, como os limites, quando (z,y) — (0,0), das func¢des coordenadas de F
existem, segue que

im F(z,y) = lim ( V@) Sen< ! ))

(@4)—(0,0) (2.9)—(0,0) \ 22 + y? x? + 12
y! s s 1
= lm ———, lim (z°+ sen | ——
((x,ywom x? + y? (x,y)%o,m( v) (952 + yQ))
= (0, 0).
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Observando que o teorema acima reduz a analise de limite de fungoes vetoriais de varias
variaveis a analise do limite de m funcoes reais de varias variaveis, como consequéncia
deste teorema, temos que continuam validas as propriedades de limites vistas anteri-
ormente (as que fazem sentido, é claro). Isto é, valem os teoremas abaixo.

TEOREMA 11.2.2: Seja F' : Dom(F) C R" — R™ e seja X, um ponto de acu-
mulagao do Dom/(F'), entao

lim F(X)=L< lim F(X)—L=0.

X—=Xo X—=Xo

TEOREMA 11.2.3: Seja F' : Dom(F) C R* — R™ e seja Xy um ponto de acu-
mulagao do Dom(F’), entao

lim F(X)=L< lim F(Y +Xo) = L.
X—Xo Y—0

TEOREMA 11.2.4: (Propriedades de Limite) Considere as fungdes F,G : D C
R" - R™e f: D CR"— R, tais que limx_,x, F'(X) = L, limx_,x, G(X) = M, e
lim;_;, f(t) = k. Neste caso, temos que

a) th%Xo(F + G)(X) =L+ M,
b) limx_x, (FF)(X) = kL;
: F L
) th%Xo (7 (X) = E, se k 75 O,
d) limx o x, [[F(X)[] = [[L]];
e) thHXO(FG)(t) = LM,
f) caso m = 3, limx_, x,(F X G)(t) = L x M.

o

11.3 Continuidade de Funcoes Vetoriais de Varias
Variaveis Reais

DEFINICAO 11.3.1: (Continuidade) Seja F : Dom(F) C R* — R™ e seja X, €
Dom/(F) um ponto de acumulagdo de Dom(F'). Dizemos que F' é continua em Xy, se

lim F(X) = F(X,).

X%Xo

Exemplo 11.3.1: Seja

Flo.y) = (ggzy—wauy?) sen (ﬁ)) - (5,y) £ (0,0)
(0,1) + (z,9) = (0,0)
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Verifique se F' é continua na origem.

Solucao:
Vimos, no Exemplo 11.2.1, que

lim F(z,y) = lim ( P (a4 g?) sen <#>>

(@y)—(0,0) (2.9)—(0,0) \ 22 + y? z? +y?
y! S 1
= lm ———, lim (z°+ sen
((x,yH(o,m x? + 32 (x,y)a(om( V) (:c2 + yQ))
= (0, 0).

Como,

lim F(:L",y) = (07 0) G (071)7

(z,y)—(0,0)

temos que f nao é continua em (0,0).

Conforme veremos no teorema a seguir (Teorema 11.3.1), uma fungao vetorial serd
continua em um ponto se, e somente se, suas fungoes coordenadas forem todas continuas
neste ponto. Sendo assim, vamos resolver exercicio considerando agora que F(x,y) =

(fiz,y) , fa(z,y)), onde

yto
fe) =) mg ¢ @0 #00)
0 ; (z,9)=1(0,0)

folz,y) = (2? + y?) sen <%) . (2,y) £ (0,0)

2_|_y2
1 » (z,9) = (0,0)
Analisando que
. . y!
s ro0) file,y) = (x,yl)lgio,())ﬂ—ﬂ/? = 0=A0.0)

temos que f; é continua em (0,0). Por outro lado, como

lim  fo(z,y) = lim (2% +¢?) sen (x2 1 2) =0 # f2(0,0),

(z,y)—(0,0) (2,9)—(0,0) +y

de modo que f; nao é continua em (0,0). Como uma das fungdes coordenadas nao é
continua em (0, 0), temos que a fungao vetorial F' nao continua em (0,0). Q

Observe que, de acordo com o Teorema 11.2.1, se F'(X) = (f1(X), f2(X), ..., f (X)),
X € Dom(F), temos que

thgl(o F(X) = F(Xy) < ){113;(0 filX) = fi(Xo), i=1,..,m.
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Sendo assim, temos o seguinte teorema.

TEOREMA 11.3.1: Seja F': Dom(F) C R" — R™ e seja Xy € Dom(F') um ponto
de acumulacao de Dom(F'). Entao, F' é continua em Xj se, e somente se, todas as suas
funcoes coordenadas sao continuas em Xj.

Como consequéncia do teorema anterior e do Teorema 77, segue o resultado abaixo.

TEOREMA 11.3.2: Seja k € Resejam F;G: D CR" —-R"e f: DCR"—-R
funcoes continuas em X,. Neste caso, temos que as funcoes kF', fF, F+ G, F -G e
F x G sao continuas em Xj. Além disso, se f(Xy) # Xo, entdo — também é continua

f

em X,

Seja F' : Dom(F) C R" — R™ e seja B C Dom(F') um conjunto de pontos de acu-
mulagao de Dom(F). Dizemos entao que F é continua em B, se F é continua em
todos os pontos de B.

11.4 Derivadas Parciais de Primeira Ordem de Funcoes
Vetoriais de Varias Variaveis Reais

Vamos definir, a seguir, as derivadas parciais de primeira da funcoes vetoriais de varias
variaveis da mesma forma que fizemos para fungoes reais de varias variaveis.

DEFINICAO 11.4.1: (Derivadas Parciais de Primeira Ordem) Seja

F:Dom(F)CR* — R™
X = (ZEh.TQ, ,ZEn) — F(X) = (fl(X),f2<X), ,fm(X))

Definimos a derivada parcial de F' com respeito a variavel x;, no ponto Xy = (10, 20, .--, Tno) €

OF
A(aberto) C Dom(F"), denotada por 5 (Xp), como
Z;
8F - . F(l’lo,...,xio—f-h,...,l'ng) —F(l’lo,...,ﬂfz‘o,...,l‘no)

se este limite existe.

Observe que, como o limite de uma funcao vetorial, quando ele existe, é o vetor formado
pelos limites de cada uma das suas fungoes coordenadas em suas respectivas posicoes,
ou seja, ele é calculado tomando-se os limites de cada uma de suas funcoes coordenadas,
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temos que

..,%(X@).

Exemplo 11.4.1: Calcule as derivadas parciais da funcao F(z,y) = (:U3y2 , :L’yeyQ).

Solugao: Neste caso, temos que

g—i(ﬂf,y) = <3x2y2, y6y2>

Vamos agora definir funcoes vetoriais de classe C*'. A definicdo é essencialmente a
mesma que foi apresentada para fungoes reais.

DEFINICAO 11.4.2: Considere a funcdo F : Dom(F) C R* — R™. Se as deriva-
das parciais de primeira ordem a—i, i =1,...,n, existem para todo X = (x1, z9,...,x,) €
A(aberto) C Dom(F) e elas sao continuas em X, dizemos que F é de classe C! em
Xo. Se as derivadas parciais de primeira ordem b= 1,...,n, sao continuas para

todo X € A, dizemos que F é de classe C! em A.

Observacgao 11.4.1: Observe que, de acordo com observacao feita apds a definicao de
derivadas parciais de funcoes vetoriais, dada uma funcao vetorial F, temos que todas
as suas derivadas parciais de primeira ordem existem no aberto A C Dom(F) e sao
continuas em X, € A se e s6 se todas as derivadas parciais de primeira ordem de
todas as suas fungoes coordenadas existem no aberto A C Dom(F') e s@o continuas
em X, € A. Sendo assim, temos que F' é de classe C' em X, se, e somente se, todas
as suas funcoes coordenadas sao de classe C' em X,. Da mesma forma, todas as suas
derivadas parciais de primeira ordem de uma funcao F' existem e sao continuas para
todo X € A se e s6 se todas as derivadas parciais de primeira ordem de todas as suas
fungoes coordenadas existem e sao continuas em para todo X € A. Portanto, temos
que F é de classe C* em A se, e somente se, todas as suas funcoes coordenadas sao de
classe C! em A.

11.5 Derivada e Diferencial de Funcoes Vetoriais de
Varias Variaveis Reais
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Lembre-se que, ao estudarmos as fungoes reais de varias varidveis, encontramos que
a generalizacao apropriada de derivada para estas fungoes era de que a funcao f :
Dom(f) C R" — R é diferencidvel em X, € A(aberto) C Dom(f) se existe uma
transformacao linear 7' : R" — R tal que

f(Xo+H)=f(Xo)+T(H)+erro(H),

onde
erro(H)
im ————= =0.
=0 [[H]|

A adaptacao do conceito de derivada para as fungoes vetoriais de varias variaveis fica
agora bastante imediata. Como a imagem destas fungoes é um subconjunto de R™,
basta alterarmos a existéncia de uma transformacgao linear 7" : R" — R para a
existéncia de uma transformacao linear 7" : R" — R™. Além disso, também devemos
atentar para o fato de que a fungao erro também possui imagem em R™. Confira a

definicao a seguir.

DEFINICAO 11.5.1: A funcdo F : Dom(F) C R* —s R™ é diferencidvel em
Xo € A(aberto) C Dom(F) se existe uma transformacao linear 7' : R” — R™ tal que

F(Xo+H)=F(Xo)+T(H)+erro(H),

onde

erro(H) -
im ————— = 0.
=0 |||

A transformacao linear T é denominada diferencial de F em Xj.

Conforme mencionado anteriormente, fixadas as bases de R™ e R™, uma transformagao
linear T": R™ — R™ é representada de forma tnica por uma matriz m x n. Desta forma,
se a fungao F': Dom(F) C R* — R™ é diferencidvel em X, € A(aberto) C Dom(F),
utilizando-se as bases canonicas de R™ e R™, a transformacao linear T : R" — R™, a
qual a definicao de derivada se refere, pode ser representada de forma tinica por uma
matriz M € M,,«,. Esta matriz que representa 1" é chamada de derivada de F' em Xy
e é denotada por DF(X), F'(Xy) ou dx,F. Abaixo daremos uma defini¢ao equivalente
a Definigao 11.5.1, utilizando a matriz no lugar da transformacao linear.

DEFINICAO 11.5.2: A funcdo F : Dom(F) C R* —s R™ é diferencidvel em
Xo € A(aberto) C Dom(F) se existe uma matriz M € M, tal que

F(Xo+H)=F(Xy) +MH+erro(H),

onde
erro(H)

m — = 6
|HlI=0 || H]| ’
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onde (.) é o produto matricial.

A matriz M € M,,«, é chamada de derivada de F em X, e é denotada por DF(Xj),
F/(Xo) ou dXOF-

Exemplo 11.5.1: Dado F(x,y,z) = (z + vy, 2z, 2z + 2), mostre que a derivada de F
em um ponto (z,y,2) € R? é dada por

DF(z,y,z) =

N DO =
OO =
O N O

Solugao: Devemos mostrar que

erro(h, k,r) . erro(h, k,r)

lim = lim —0.
Iknli=0 |[(h, E,m)|| (ki) 5(0,0,0) /B2 4 k2 + 12
Temos entao, que
erro(h, k,r)
(h,k,r)la(0,0,0) k242
1 10 h
Flz+hy+kz+r)—F(r,y,2)— | 0 0 2 k
. 2 00 r
= lim
(h,k,r)—(0,0,0) h2 + 2 —1—7"2
r+h+y+k T+y h+k
224 2r — 2z — or
) 20 +2h 4 2 20 42 2h
= lim

" (hkr)—(0,0,0) N

o O O

= 0.

lim -
(h.k,r)—=(0,0,0) \/hZ 4+ k2 + 12 0

Observe que, conforme esperado, no exemplo anterior, obtivemos que o erro(h, k,r) é
identicamente nulo, uma vez que F é uma transformacgao afim, representada na base
canonica de R? (e; = (1,0,0), ex = (0,1,0) e e3 = (0,0,1)), por

110 x 0
F(z,y,z)=|( 0 0 2 y |+ 0
2 00 z 2
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Abaixo vamos definir diferenciabilidade em um conjunto aberto.

DEFINIQAO 11.5.3: Se F ¢ diferenciavel em todos os pontos do aberto A C
Dom(F'), dizemos que F' é diferencidvel em A.

A seguir, temos o resultado importantissimo e conhecido de que diferenciabilidade
implica em continuidade. Note que a demonstracao apresentada quando vimos este
resultado para funcgoes reais de varias variaveis reais nao levou em conta em nenhum
momento a particularidade da funcao ser real. A demonstracao no caso das funcoes
vetoriais é, portanto, a mesma.

TEOREMA 11.5.1: Se F' : Dom(F) C R* — R™ ¢ diferencidvel em X, €
A(aberto) C Dom(F'), entao F' é continua em Xj.

Observe que, no exemplo anterior, nos foi pedido apenas para comprovar que uma
transformacao linear era de fato a derivada da fungao. Tal como acontecia com fungoes
reais de varias variaveis, temos uma candidata natural a derivada, que ¢ a matriz das
derivadas parciais de F'. Confira o resultado a seguir.

TEOREMA 11.5.2: Seja

F:Dom(F)CR* — R™
X = (.I‘l,xg,...,l'n) — F(X) = (f1<X),f2<X),,fm<X))
Se F' é diferencidvel em X, € A(aberto) C Dom(F), entdo F' admite todas as derivadas

parciais de primeira ordem em X e, utilizando-se as bases canonicas de R" e R, a
derivada da F' em Xy, DF(X,), ¢ dada por

8f1 afl afl
8_1:1(X0> 8—362()(0) B (Xo)
. 8 d )
DF (X)) = (my;) = (gf.(xo)) = @—ﬁ(Xo) a—ﬁ(Xo) aﬁ(Xo)
j . . .
Of o Ofm Ofm
8_1:1(X0> 8—x2(X0) oz, (Xo)

Quando vimos este resultado para fungoes reais de vérias variaveis reais, observe que
sua demonstracao nao levou em conta em nenhum momento a particularidade da funcao
ser real. A demonstragao no caso das fungoes vetoriais é, portanto, essencialmente a
mesma.
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Observacao 11.5.1: A matriz acima é chamada de Matriz Jacobiana de F em Xj.

Observacao 11.5.2: Observe que a matriz das derivadas parciais de primeira ordem
de F' pode ser escrita em funcao dos gradientes das funcoes coordenadas. Nesta re-
presentacao, os gradientes serao interpretados, nao como um vetor em R™, mas como
uma matriz de 1 linha e m colunas. De fato, dada uma funcao vetorial

F:Dom(F)CR* — R™
X = (z1,22,.;20) = F(X) = (fi(X), f2(X), ... fm(X))

que admite todas as derivadas parciais de primeira ordem em X, € A(aberto) C
Dom(F'), segue que

dfi ofi N
T T T A 10,
V f2(Xo)
of; 9fs Of2 Of2 ,
o) = (5] = | Gt gt e | <
] z z z V fm(Xo)
O o Ofm O fm

Exemplo 11.5.2: Determine a matriz das derivada parciais de primeira ordem da
funcao
F(Z’,y) = (fl(may) ) f2($7y)) = (3:2 + y2 - 27372 - y2 - 1)

Solucgao: A matriz das derivadas parciais de primeira ordem de F' é dada por

(mij) = (gﬁ <x7y)) = < gi —22yy ) '

Exemplo 11.5.3: Determine a matriz das derivadas parciais de primeira ordem da
funcao da funcao

F(x,y,z) = (f1($7yvz)v f2($7yvz)) = (xyz,x2 ‘|’y2 + 22).

Solugao: A matriz das derivadas parciais de primeira ordem de F' é dada por

ofi
= ()= (4 5 2).

J
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Exemplo 11.5.4: Determine a matriz das derivadas parciais de primeira ordem da
funcao

F(l’,y, Z) = (fl(xay7z)7 f2(xay7z)7 fg(iC,y,Z)) = (l’+y+2,l’2+y2+22,l’3—|—y3+23).

Solucao: A matriz das derivadas parciais de primeira ordem de F' é dada por

1 1 1
(my;) = (gfl (%%Z)) = 2z 2y 2z
i 322 3% 322

De posse do Teorema 11.5.2, vamos enunciar o correspondente ao Corolario 6.3.1 para
a determinacao se uma funcao vetorial de varias varidveis é ou nao diferenciavel em
um ponto.

COROLARIO 11.5.1: A funcao

F:Dom(F)CR* — R™
X = (21,29, ....,x,) —  F(X)=(fi(X), f2(X), ..., fm(X))

é diferencidvel em X, € A(aberto) C Dom(F) se, e somente se,

(a) F' admite todas as derivadas parciais de primeira ordem em Xy, ou seja, existe

a matriz das derivadas parciais de primeira ordem de F' em X, (m;;) = (%(XO));
J
fi
F(Xo+ H) — F(Xo) — B -(Xo) | .H
J

= Limy 710 =0

|1 H]]

erro(H)
[I1H]]

(b) limy -0

(onde o produto (.) é um produto entre matrizes.)

Suponha que a funcao vetorial de varias variaveis

F:Dom(F)CR* — R™
X = (21,22, .;20) = F(X) = (fi(X), f2(X), ... fm(X))

é uma funcao que admite todas as derivadas parciais em Xy € A(aberto) C Dom(F).
Desta forma, pelo Corolario 11.5.1, temos que F' é diferenciavel em X, se

erro(H)

im = 0.
|H||—0 || H]|
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Utilizando-se agora a Observagao 11.5.2, para escrever erro(H ), segue que,

erroi(H) V f1(Xo)
Si(Xo + H) f1(Xo)
errog(H) V fa(Xo)
errolH) — E _ f2(X0:+ H) | f2(:X0) B f N
erron(H) ot 1) )\ palxe) ) | VI

onde (.) representa uma multiplicagdo matricial e, portanto, temos que

Z??Zlﬁgi fi(Xo+ H) — f1(Xo) — V f1(Xo).H
erro(H) = 2 _ fo(Xo + H) — fo(Xo) — Vf2(Xo). H
erroy,(H) :

fm(XO + H) - fm(XO) - vfm(X())-H

onde (.) representa o produto interno. Desta forma, concluimos que

erro(H)

im ——)
|H|l=0 || H]| ’

se, e somente se,

b1

lim o L) | (X0 + H) — [i(X0) = Vi(Xo).H

|| H | iy 70 7
: erroy(f) Xo+ H Hx“ Y fy(Xo).H
hmHHH%O T lim f2( o+ ) - f2( 0) B f2( 0).

1H]| _ 110 ]| _

. H S

hmHHH—)Ow . fm(XO+H) _fm(XO) —me(Xo)H

|| H|| limy 10 I|H]]

Colocado desta forma, vemos facilmente que F' é diferencidvel se, e somente se, todas
as suas funcgoes coordenadas sao diferenciaveis.

COROLARIO 11.5.2: A funco

F:Dom(F)CR* — R™
X = (21,29, ...,x,) —  F(X)=(fi(X), fo(X), ..., f(X))

é diferencidavel em Xy € A(aberto) C Dom(F) se, e somente se, suas fungdes coorde-

nadas f;, 2 =1,--- ,m, sao todas diferenciaveis em X,. Além disto,
D f1(Xo)
D f2(Xo)
DF(X,) = : ;

D fn(Xo)
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onde Df;(Xo), i = 1,---,m, representam as derivadas das fung¢oes coordenadas no
ponto Xj.

Exemplo 11.5.5: Seja

4

F(z,y) = (x?gi?ﬁ » (&5 +97) sen (mzi?ﬂ)) ; (z,y) # (0,0)
(0,0) ; (z,y) = (0,0)

Verifique que F' é diferencidvel na origem e forneca sua derivada na origem.

Solucao: Considere que F(x,y) = (fi(x,y), fo(z,y)), onde

4

y .
flay) ={ Zipg + @700
0 5 (z,9)=(0,0)

e tysen () ¢ ) 0.0

1 » (2,9) = (0,0)

fQ(IL',y) =

Conforme visto nos Exemplo 77 e 77, as funcoes f; e f; sao diferenciaveis na origem e

Df(0,0) = (0 0)

Df»(0,0) = (0 0)

Desta forma, pelo Corolario 11.5.2, temos que F' é diferenciavel na origem. Além disso.

oran - (Z400)- (20)

Com tudo o que foi exposto acima, é natural concluir que, tal como acontecia com
funcoes reais de vérias varidveis, ser de classe C'!' é uma condicao suficiente para ga-
rantir a diferenciabilidade de fungoes vetoriais de varias varidveis. Confira o teorema
a seguir.

TEOREMA 11.5.3: Seja F' : Dom(F) C R" — R™ e seja Xy € A(aberto) C
Dom(F). Se F ¢ de classe C' em X, entao F diferencidvel em Xj.


lucas
Realce

lucas
Nota
Nao entendi! A derivada parcial de f1
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Exemplo 11.5.6: Verifique se a funcio F(x,y) = (22 + y? — 2,22 — y? — 1) é dife-
rencidvel em R?. Caso seja, determine DF(z,y).

Solucao: Como todas as funcoes coordenadas de F' sao polinomios, elas sao natural-
mente de classe C'. Sendo assim, F classe C'. Portanto, pelo Teorema 11.5.3, temos
que F' ¢ diferenciavel e sua derivada é dada pela matriz das derivadas parciais de F

em (x,y). Isto é
20 2y
DF(x,y) = < o0 —2y )

Exemplo 11.5.7: Verifique se a fungao F(x,vy, z) = (zvyz, 2* + 3> + 2?) é diferencidvel
em R?. Caso seja, determine DF(z,y, z).

Solucgao: Como todas as fungoes coordenadas de F' sao polinomios, elas sao natural-
mente de classe C! em R3. Sendo assim, F' classe C* em R3. Portanto, pelo Teorema
11.5.3, temos que F' é diferencidvel em R3e sua derivada é dada pela matriz das deri-
vadas parciais de F em (x,y, z) € R3. Isto é

yz xz TY

(z,9,2) € R3.

Exemplo 11.5.8: Verifique se a funcao F(z,y,2) = (x+y+2, 22 +y* + 2%, 23+ 9>+ 23)
é diferencidvel em R3. Caso seja, determine DF (z,y, 2).

Solucgao: Como todas as fungoes coordenadas de F' sao polinomios, elas sao natural-
mente de classe C! em R3. Sendo assim, F classe C* em R3. Portanto, pelo Teorema
11.5.3, temos que F' ¢ diferencidvel em R? e sua derivada é dada pela matriz das
derivadas parciais de F' em (z,y). Isto é

1 1 1
DF(z,y,z)=| 2z 2y 2z |,
32?2 3y? 322

(z,9,2) € R3.

11.6 Aproximacao Linear

Seguindo o mesmo procedimento realizado quando vimos derivada de funcgoes reais de
vérias variaveis, temos que, se F': Dom(F) C R” — R™ é uma fungao diferencidvel
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em X, € A(aberto) C Dom(F), entao, a transformacao afim
L(X)=F(Xo)+ DF(Xp).(X — Xp), X eR",

onde (.) representa uma multiplicagdo matricial, é fun¢ao afim que melhor aproxima F
numa vizinhanca do ponto Xy, no sentido de que é a tnica funcao afim que aproxima
F' nesta vizinhanga, onde o erro resultante da aproximacao de F(X) por L(X) tende
a zero mais rapido que || X — Xy||, quando X — X.

Exemplo 11.6.1: Determine a funcao afim que melhor a proxima a fun¢ao F(z,y) =
(22 + 2%y* , sen (z%y), xe®) numa vizinhanga do ponto (1,0).

Solucao: Como a primeira funcao coordenada de F' é um polindmio, a segunda ¢é a
composta de um seno com um polinémio e a terceira e o produto de um polinémio com
a composta de uma exponencial com um polinémio, elas sao naturalmente de classe C!
em R3. Sendo assim, F' é de classe C' em R3. Portanto, pelo Teorema 11.5.3, temos
que F é diferenciavel em R? e sua derivada ¢ dada pela matriz das derivadas parciais
de primeira ordem de F' em (z,y). Isto é

2 + 229> 222y
DF(z,y) = | cos(z?y)2zy cos(z?y)z? |,
e 3we
(z,y) € R3. Portanto,
2 0
pF1,0)=[ 0 1
1 3

Desta forma, temos que a transformacao afim que melhor aproxima a funcao F uma
vizinhanga de ponto (1,0) é dada por

L(z,y) = F(1,0)+DF(1,0).(x;1>, (z,y) € R?

2 20 .1
= 0]+ 01 ( ) (z,y) € R?
1 1 3 y
2 2r — 2
- 0 + Yy ) (ZL’,y)ER2
1 r—143y
2x
= y , (z,y) e R?
T+ 3y

Q©

11.7 Derivadas Parciais de Ordens Superiores de Funcoes
Vetoriais de Varias Variaveis Reais
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Da mesma forma que fizemos com fungoes reais de varias variaveis, também podemos
definir derivadas parciais de ordens superiores para fungoes vetoriais de varias variaveis.

De fato, dependendo da funcao F, podemos ter que as fungoes ;i =1,...,m também

sao funcgoes de varias variaveis definidas em abertos, que possuém derivadas parciais.
Neste caso, teremos as derivadas parciais de sequnda ordem da func¢ao vetorial F. A
notagao para as derivadas parciais de segunda ordem de funcgoes vetoriais é a mesma
utilizada para funcoes reais. Sendo assim, se F' possui derivadas parciais de segunda
ordem no aberto A, temos que

82F o 82fl 82fm
axjaxi(XO) B (axjaxfx) " dx;01;

(XO)) . Xo€A, ij=1,..n

Exemplo 11.7.1: Calcule todas as derivadas parciais de segunda ordem da fungao
F(z,y) = <w3y2 , :vyey2>-

Solucao: Vamos inicialmente determinar as derivadas parciais de primeira ordem da
funcao f.

or 2
7@y = <3$2y2, ye”)
x
e
aF 2 2
a—(m,y) = (2x3y, xey —|—2xy2ey>
Y
Agora, podemos passar as derivadas parciais de segunda ordem.
O*F
W(%y) = (6zy°, 0)
82F 2 2
509 (x,y) = (6 2y, €Y +2y2ey>
yox
0?F
Gedn By = (6 ? ,ey2+2y26y2)
xoy
O°F y? y? y
a—yz(x,y) = <2x y, 2zye? + daxye? + dxyle )

Observagao 11.7.1: As derivadas parciais de ordem maior do que dois sao definidas
de forma analoga. Por exemplo, as derivadas parciais de terceira ordem de uma funcao
F no aberto A C Dom(F) é dada por

OF B < P fi O fn

3:1:]6@8% (XO) 8x]axzaxk( O)’ o W<XO)> , Xo € A, 1,7, k= 1,...n
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Também temos, no contexto das funcgoes vetoriais de varias variaveis, o conceito de
funcoes de classe C*. Confira a definicao a seguir.

DEFINICAO 11.7.1: Considere a funcdo F : Dom(F) C R" —s R™. Se as deriva-
das parciais até ordem k existem para todo X = (x1, z3, ..., z,) € A(aberto) C Dom/(F)
e elas sao continuas em X, € A, dizemos que F é de classe C* em X,. Se as derivadas
parciais até ordem k sdo continuas para todo X € A, dizemos que F é de classe C* em

A.

Observacao 11.7.1: Observe que, de acordo com definicao de derivadas parciais de
funcgoes vetoriais, dada uma fungao vetorial F', temos que todas as suas derivadas par-
ciais até ordem k existem no aberto A C Dom(F’) e sao continuas em X, € A se e 86 se
todas as derivadas parciais até ordem k de todas as suas fungoes coordenadas existem
no aberto A C Dom(F') e sao continuas em X, € A. Sendo assim, temos que F' é
de classe C* em X se, e somente se, todas as suas funcoes coordenadas sdo de classe
C* em X,. Da mesma forma, todas as suas derivadas parciais de uma funcao F até
ordem k existem e sao continuas para todo X € A se e s0 se todas as derivadas parciais
até ordem k de todas as suas funcoes coordenadas existem e sao continuas para todo
X € A. Portanto, temos que F é de classe C¥ em A se, e somente se, todas as suas
funcoes coordenadas sao de classe C* em A.

Em particular, de acordo com a observacao acima, temos que uma funcao vetorial F
¢ de classe C? se, e somente se, todas as suas funcoes coordenadas sao de classe C2.
Desta forma, aplicando o Teorema de Schwarz para a funcoes coordenadas, temos a
igualdade entre as derivadas parciais mistas de segunda ordem de F. Ou seja, o Te-
orema de Schwarz permanece valido para fungoes vetoriais também. Ele encontra-se
enunciado a seguir.

TEOREMA 11.7.1: (Teorema de Schwarz) Considere a funcao F' : Dom(F) C
R" — R™ e seja Xo € A(aberto) C Dom(F). Se F é de classe C? em Xj, temos que
0’F 0’F
X)) —
8:61-3%- ( 0) 81']8.1'1

(Xo), i,j=1,..,n, i#7.

11.8 Derivadas Direcionais de Funcoes Vetoriais de
Varias Variaveis Reais

DEFINICAO 11.8.1: Seja F : Dom(F) C R" — R™ uma funcio vetorial de vérias
variaveis e seja « um vetor unitario em R"™. A derivada direcional de F' no ponto X

OF
na direcao do vetor u, denotada por —, é a funcao vetorial definida por

ou’
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8_{'()(0) i F(Xo-i-tu) — F(XO)
ou t—0 t

0
O dominio de — ¢ o subconjunto de Dom(F’) para o qual o limite acima existe.

ou

Da mesma forma que, para funcoes reais de varias variaveis diferenciaveis, existe um
conexao entre derivada direcional e vetor gradiente, no caso de fungoes vetoriais de
varias variaveis, existe um conexao entre derivada direcional e a matriz jacobiana.
Confira o teorema a seguir.

TEOREMA 11.8.1: Se F': Dom(F) C R" — R™ é uma fungao diferencidvel em
Xo € A(Aberto) C Dom(F), entao

oF

—(Xy) = DF(Xy).w

aﬁ( 0) ( 0) u,
para todo vetor unitario @ em R", onde (.) é o produto matricial e DF(X,) é a matriz
jacobiana de F'.

Demonstracgao: temos que

ou t—0 t

Como F' é diferenciavel em X, temos que
F(Xo+ H) = F(Xo) + DF(Xy).H + erro(H),
onde (.) é o produto matricial, DF'(X,) é a matriz jacobiana de F e erro(H) é tal que

erro(H)

im ———~ = 0.
il [[H]
Portanto, se I é diferenciavel em X, fazendo H = tu, e observando que ||H|| = ||tu|| =
|t|, pois @ é unitario, temos que
F(Xo+ti) = F(Xo)+ DF(Xy).tu+ erro(tu), (1)
onde,
- erro(ti) _q.
-0 |t]
que equivale a
t_) —
i €Ol _ 0. (2)

t—0 t
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Desta forma, utilizando (1) na defini¢ao de derivada direcional, temos que

F F(Xy+tu) — F(X,
OF %) = tim ZXoF18) = F(Xo)
ou t—0 t
_ F(Xy) + DF(Xy).ti + erro(ti) — F(Xy)
N tl—r>% t
— lim tDF(Xy).u + erro(tu)
t—0 t
— tim [ DP(X,). 4 COE) 3

Portanto, substituindo (2) em (3), concluimos que

OF 4

Exemplo 11.8.1: Determine a derivada direcional da funcao F(z,y,z2) = (z +y +
z,? +y* + 22,23 + y® + 2%) no ponto (1,1, 1), na diregao do vetor (4,0, 3).

Solugao: Vimos no Exemplo 11.5.6 que F' ¢é diferenciavel e que

1 1 1 1 11
DF(z,y,z)=| 2v 2y 2z |=DF(1,1,1)=|2 2 2
3x? 3y* 322 3 3 3
. 4
Desta forma, com 4 = (5’ 0, g), de acordo com o Teorema 11.7.1, segue que
1 11 4/5
OF
F(LLU = 2 2 2 0
Y 333 3/5
7/5
= 14/5
21/5

Aplicando o Teorema 11.2.1 & definicao de derivada direcional, podemos seguir uma
outra linha de raciocinio e concluir que o calculo da derivada direcional de uma funcao
vetorial de varias variaveis se reduz ao calculo da derivada direcional de m funcoes
reais de varias variaveis. Confira o teorema abaixo. Lembre-se que um vetor pode ser
escrito em forma de linha ou coluna.
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TEOREMA 11.8.2: Seja F': Dom(F) C R" — R™ uma fungdo vetorial de varias
variaveis, seja Xo € Dom(F) e seja @ um vetor unitdrio em R"™. Entdo, a derivada
direcional de F' no ponto X na direcao do vetor u existe se, e somente se, existem as
derivada direcionais de todas as suas func¢oes coordenadas no ponto X, na direcao do
vetor u. E, neste caso,

OF . _ (0f Ofun
Tow = (Lo Lzow).
Além disso, utilizando o Teorema 10.4.1, temos que
oF . ,

(6)

Exemplo 11.8.2: Resolva o Exemplo 11.8.1 utilizando o resultado visto acima.

Solucao: Neste caso, temos que

fl(‘rayaz) = J]+y+Z
fZ(xvyaz) = $2+y2+22
f3(x7ya Z) = xS +y3 + 23'

Portanto,

vfl(xa:%Z) - (17171)
Vfg(l',y,2> = (21’,2:%22)
Vfg(l',y,2’> = (3$2a3y27322)7
de modo que
VAl 1L,1) = (1,1,1)
Vi(l,1,1) = (2,2,2)
Vf(1,1,1) = (3,3,3).

Como
4 3 7
,1,)-« = (1,1,1)-{=,0,= | = =
vfl( D) ) U ( s Ly ) (57()’5) 5
4 3 14
1.1,1)- 4 = (2,2,2)-(=,0,= ] = —
Vf?( ) ) U ( ) 4y ) (57()’5) 5
4 3 21
1.1.1)-4 = 202 ) ==
Vfg( ) 4 ) u (37373> (57075> 57
segue que
aF — — —
%(17 L1) = (VAMLLL) -4, Vf3(1,1,1) -4V [f5(1,1,1) - a)

(7 14 21
 \5’ 575 )"





